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　　摘要　综述了 1994年以来国际上关于点可数覆盖研究的最新进展 ,涉及度量空间的确定 s映

象、度量空间的确定紧映象和具有点可数 k网的空间等 ,列举一些尚未解决的问题供探讨.
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1　定义

1960年 Ponomarev用度量空间的开 s映象刻画了具有点可数基的空间 ,为 Alexandroff 的空

间分类思想奠定了基础 ,引导了一批一般拓扑学工作者对点可数族的浓厚兴趣[1 ]
.对由点可数

覆盖所确定的广义度量空间理论的较为系统研究的 3篇重要论文是 1976年 Burke和Michael

的“关于一定的点可数覆盖”[2 ]、1984年 Gruenhage ,Michael 和 Tanaka的“由点可数覆盖所决定

的空间”[3 ]以及 1987年 Tanaka的“点可数覆盖与 k网”[4 ]
.这些论文的大部分结果已列入作者

1995年出版的《广义度量空间与映射》[5 ]
.现在 ,点可数覆盖理论的研究依然是拓扑学中较活

跃的课题之一 ,它对数学的贡献不仅体现在是构成一般拓扑学中广义度量空间理论的重要部

分 ,而且在泛函分析、拓扑群等方向上也有一定的应用.本文综述 1994年以来国际上关于点可

数覆盖研究的最新进展 ,列举一些尚未解决的问题供有兴趣的读者进一步探讨.

文中所论空间均满足正则且 T1 分离性公理 ,映射指连续的满函数 ,未定义的术语和记号

以[5 ]为准.先回忆一些映射和覆盖的定义 ,然后说明这些概念之间的初步关系.

定义 1. 1　设映射 f : X→Y.

(1) f 称为紧覆盖映射[6 ] ,若 Y的任一紧子集是 X中某紧子集在 f 下的象.

(2) f 称为序列商映射[7 ]
,若 Y中的序列 yn →y ,那么存在子序列{ yn

i
}和 xi ∈f

- 1 ( yn
i
)使

得在 X中 xi →x∈f
- 1 ( y) .

(3) f 称为序列覆盖映射[8 ] ,若 Y中的序列 yn →y ,那么存在 xn ∈f
- 1 ( yn )使得在 X中 xn →

x∈f
- 1 ( y) .

(4) f 称为伪序列覆盖映射① ,若 Y的任一收敛序列 (含极限点)是 X中某紧子集在 f 下的

象.

(5) f 称为 1序列覆盖映射[9 ] ,若对于 y∈Y存在 x∈f
- 1 ( y)满足条件 :如果 Y中的序列 yn
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→y ,那么存在 xn ∈f
- 1 ( yn )使得在 X中 xn →x .

(6) f 称为 2序列覆盖映射[9 ] ,若对于 y∈Y及 x∈f
- 1 ( y)满足条件 :如果 Y中的序列 yn →

y ,那么存在 xn ∈f
- 1 ( yn )使得在 X中 xn →x .

关于各类序列覆盖映射在文献中有一些不同命名.序列商映射的命名来源于它等价于叙

述 :如果 R < Y且 f
- 1 ( R)是 X的序列开集 ,则 R是 Y的序列开集.文[3 ]中所定义的“序列覆盖

映射”在此采用“伪序列覆盖映射”的术语.文[10 ]定义了子序列覆盖映射 ,即若 K是象空间 Y

的收敛序列 ,则存在原象空间 X的紧子集 L 使得 L 在 f 下的象是 K的子序列.显然 ,2序列覆

盖映射 ] 1序列覆盖映射 ] 序列覆盖映射 ] 序列商映射 ] 子序列覆盖映射 ,而完备映射 ] 紧
覆盖映射 ] 伪序列覆盖映射 ] 子序列覆盖映射 ,并且它们一般是不可逆的.在与其它映射的关

系上 ,定义于第一可数空间上的 2序列覆盖商映射等价于开映射[9 ]
,定义于点 Gδ空间上的开

闭映射是 2序列覆盖映射[11 ] ,但是 2序列覆盖映射 ] 商映射 ,开映射 ] 子序列覆盖映射[9 ] .

①Tanaka Y,Liu Chuan(刘　川) ,Ikeda Y. Around quotient images of metric spaces

定义 1. 2　设 R是空间 X的覆盖.

(1) R称为 X的网 ,若 X的每一开集是 R的某子族的并.

(2) R称为 X的 k网[12 ]
,若对 X中的每个紧集 K及 X中包含 K的开集V ,存在 R的有限

子族 R’使得 K < ∪R’< V .

(3) R称为 X的 cs
3网[13 ] (cs网[14 ] ) ,若{ xn }是 X中收敛于点 x的序列并且V 是 x在 X中

的邻域 ,则存在{ xn }的子序列{ xn
i
} (存在 m ∈N)和 P∈R使得{ x} ∪{ xn

i
: i ∈N} ({ x} ∪{ xn :

n≥m}) < P < V .

具有σ局部有限 k网的空间称为 Τ空间.

定义 1. 3　设空间 X的子集族 R = ∪{ R x : x∈X}满足 :对于 x∈X , R x 是 x在 X中的网 ,

即 R x < ( R) x 且若 G是 x在 X中的邻域 ,则存在 P∈R x 使得 P < G ;并且如果 U ,V ∈R x ,那

么存在 W ∈R x 使得W < U∩V .

(1) R称为 X的序列邻域网[9 ] ,若每一 R x 的元是 x在 X中的序列邻域.

(2) R称为 X的序列开网[9 ]
,若每一 R x 的元是 X的序列开集.

(3) R称为 X的弱基[15 ]
,若 G < X使得对于 x ∈G存在 P∈R x 有 P < G ,那么 G是 X 的

开集.

具有σ局部有限弱基的空间称为 g可度量空间.显然 ,空间 X 的基是序列开网、弱基和 k

网 ,序列开网和弱基都是序列邻域网 ,序列邻域网是 cs网 ,cs网是 cs
3网 ;在序列空间中 ,序列

邻域网是弱基 ,序列开网是基 ;而点可数的 cs
3网是 k网当且仅当空间的每一紧子集是序列子

空间[5 ]
.

下面介绍几个点可数覆盖转化的结果.刘川和戴牧民[16 ]证明了具有点可数闭 k网的 k空

间 X若有点 Gδ性质且不含有闭子空间同胚于 Sω ,则 X是 g第一可数空间.

命题 1. 4
[17 ,18] 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X具有点可数弱基.

(2) X是具有点可数 cs网的 g第一可数空间.

(3) X是具有点可数 cs网的序列空间且不含有闭子空间同胚于 Sω.
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具有点可数 cs
3网的序列空间且不含有闭子空间同胚于 Sω未必具有点可数的 cs网 (见文

[5 ]例 2. 9. 27) .

命题 1. 5
[18 ] 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X具有点可数基.

(2) X是具有点可数 k网的强 Fréchet空间.

①林 寿.序列网与度量空间的序列商映象.数学学报 ,待发表

(3) X是具有点可数 cs
3网的序列空间且不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω.

问题 1. 6
[19 ] 　设 X是具有点可数 cs

3网的序列空间 ,若 X不含有闭子空间同胚于 S2 (即 X

是 Fréchet空间) ,那么 X是否具有点可数 cs网 ?

2　度量空间的确定 s映象

度量空间中点可数基的 s映象是点可数覆盖 ,所以点可数覆盖的研究必涉及度量空间的

确定 s映象. Svetlichny
[20 ]的序列基概念是为刻画度量空间确定的商映象而引入的 ,从 Tanaka

[4 ]

的论文知具有确定 cs
3网的序列空间也具有同样的作用.由此可推测两个概念虽在形式上有

一定的差异 ,但因为产生的作用是一致的 ,故存在着必然的联系.

定义 2. 1　设空间 X 的子集族 R满足对每一 x ∈X 存在 R x < R
ω
具有性质 :如果 ( Pn )

∈R x ,那么{ Pn : n∈N}是 x在 X中的下降的网. R称为 X的序列网① (序列基[20 ] ) ,如果 P <

X且对任意的 x∈P及任意的 ( Pn ) ∈R x 存在 m ∈N 使得 Pm < P ,则 P是 X 的序列开集 (开

集) .

空间 X的序列网是 cs
3网 ,但是空间的 cs

3网未必是序列网①.

定理 2. 2
①　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X具有点可数序列网.

(2) X具有点可数的 cs 3网.

(3) X是度量空间的子序列覆盖 (序列商 ,伪序列覆盖) s映象.推论 2. 3[20 ] 　对于空间 X ,

下述条件相互等价 :

(1) X具有点可数序列基.

(2) X是具有点可数 cs
3网的序列空间.

(3) X是度量空间的 (子序列覆盖 ,序列商 ,伪序列覆盖)商 s映象.

可分度量空间或局部紧度量空间的商 s映象都有好的特征 ,但下述局部可分度量空间的

商 s映象的刻画却显得有点繁杂 ,寻找一个更好的内在刻画是一个有趣的问题.

定理 2. 4[10 ] 　空间 X是局部可分度量空间的商 s映象当且仅当 X是序列空间 ,并且存在

X的点可数覆盖{ Xα :α∈∧}使得每一 Xα有可数网 Rα满足对 X的每一收敛序列 S 有β∈∧

使得 Rβ是 S 的某子序列的 cs网.

由此可知 ,具有由 Τ 0 子空间组成的点可数 cs
3网的序列空间是局部可分度量空间的商 s

映象.其逆是否成立还是一个尚未解决的问题[10 ] .在定理 2. 2中将 cs 3网加强为 cs网可获得较

好的映射定理.

定理 2. 5
[21 ] 　空间 X具有点可数 cs网当且仅当 X是度量空间的序列覆盖的 s映象.

关于度量空间商 s映象研究的重要公开问题是 :度量空间的商 s映象是否是度量空间的
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紧覆盖商 s映象[22 ]
? 涉及到度量空间的商 s映象的刻画 (推论 2. 3)和度量空间的紧覆盖商 s

映象的刻画 (定理 2. 7) .度量空间的紧覆盖商 s映象的刻画可用强 k网或紧有限分解网获得.

定义 2. 6　(1) 设 K是空间 X的紧子集.由 K的闭子集组成的 K的有限覆盖称为 K的紧

有限分解 (compact finite partition) .若 K在 X中的有限覆盖 R存在 K的紧有限分解一一加细 ,

则称 R是 K的 CFP覆盖.

(2) 设 R是空间 X的覆盖. R称为 X的强 k网[23 ] ,若对 X中的每个紧集 K ,存在 R的可

数子族 R ( K)满足 :对 K的任意紧子集L 和 X中包含L 的开集 V ,存在 R ( K)的有限子族 R’

使 R’是 K的 CFP覆盖且∪R’< V .

(3) 设 R是空间 X的覆盖. R称为 X的紧有限分解网 (序列有限分解网) ① ,若对 X中的

每个紧集 (含极限点的收敛序列) K及 X中包含 K的开集V ,存在 R的有限子族 R’使 R’是 K

的 CFP覆盖且∪R’< V .

显然 ,空间的闭 k网或强 k网都是紧有限分解网 ,紧有限分解网是 k网.设 R是空间 X的

点可数覆盖 ,则 R是空间 X的 cs 3网当且仅当它是 X的序列有限分解网 ,而在每一紧子集均

可度量化的空间中的点可数 cs网也是紧有限分解网①.

定理 2. 7①　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X具有点可数的强 k网.

(2) X具有点可数的紧有限分解网.

(3) X是度量空间的紧覆盖 s映象.

序列覆盖且紧覆盖 s映象的刻画可利用 cs网获得.

推论 2. 8　(1) 空间 X 具有点可数 cs网且每一紧子集可度量化当且仅当 X 是度量空间

的序列覆盖且紧覆盖的 s映象[21 ]
.

(2) 空间 X是具有点可数 cs网的序列空间当且仅当 X 是度量空间的序列覆盖且紧覆盖

的商 s映象[21 ] .

(3) 空间 X是具有点可数的紧有限分解网的 k空间当且仅当 X是度量空间的紧覆盖商 s

映象①.

①燕鹏飞 ,林　寿 .度量空间的紧覆盖 s映射.数学学报 ,待发表

适当的映射对保持空间之间的集族是至关重要的.如映射保持网、开映射保持基、紧覆盖

映射保持 k网、序列覆盖映射保持 cs网、子序列覆盖映射保持 cs
3网等. 1序列覆盖映射和 2序

列覆盖映射正是为了寻求保持弱基、序列邻域网或序列开网性质的映射而引入的[9 ]
.

定理 2. 9
[9 ] 　(1) 空间 X具有点可数序列邻域网当且仅当 X 是度量空间的 1序列覆盖的

s映象.

(2) 空间 X具有点可数序列开网当且仅当 X是度量空间的 2序列覆盖的 s映象.

推论 2. 10[9 ] 　(1) 空间 X具有点可数弱基当且仅当 X是度量空间的 1序列覆盖的商 s映

象.

(2) 空间 X具有点可数基当且仅当 X是度量空间的 2序列覆盖的商 s映象.

3　度量空间的确定紧映象

度量空间的紧映象的最早结果当属完备映射保持可度量性. Alexandroff 在 1960年为研究

度量化问题引入了一致基和点正则基的概念[24 ]
,1962年和 1976年 Arhangel’skii分别证明了度
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量空间的开紧映象或伪开紧映象都等价于具有一致基的空间 (见文 [ 5 ]定理 2. 9. 18) .这些结

果成为近年来研究新的度量化定理和度量空间的确定紧映象的出发点.先引用几个术语.

定义 3. 1　设 R是空间 X的覆盖.

(1) R称为 X的点正则覆盖[24 ] ,若 x∈U∈τ,则{ P∈R : x∈P ⁄ U}是有限的.

(2) R称为 X的一致覆盖[24 ]
,若对于 x∈X ,如果 R’是 ( R) x 的可数无限子集 ,则 R’是

x在 X中的网.

(3) R称为 X的 cs覆盖① ,若 X中的每一收敛序列终于 R中的某元.

(4) R称为 X的 sn覆盖 (so覆盖 ,g覆盖) ① ,若 R中的每一元是 X中某点的序列邻域 (序

列开集 ,弱邻域)且对于任意的 x∈X ,存在 x在 X中的序列邻域 P∈R.

R是空间 X的一致覆盖等价于 R是 X的点正则覆盖①.

定理 3. 2[25 ] 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X是度量空间的子序列覆盖 (序列商 ,伪序列覆盖)紧映象.

(2) X具有点有限的覆盖列{ R n }使得对于 x∈X ,{ st ( x , R n )∶n∈N}是 x 在 X中的序列

邻域网.

①林　寿 ,燕鹏飞 .关于序列覆盖紧映射

推论 3. 3[25 ] 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X是度量空间的 (子序列覆盖 ,序列商 ,伪序列覆盖)商紧映象.

(2) X 具有点有限的覆盖列{ R n }使对于 x ∈X ,{ st ( x , R n )∶n ∈N}是 x 在 X 中的弱邻

域.

类似地 ,可获得度量空间的紧覆盖 (商)紧映象、局部可分度量空间的 (紧覆盖)商紧映象的

刻画等[10 ,23 ,25 ] .

定理 3. 4
①　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X是度量空间的 1序列覆盖 (序列覆盖)紧映象.

(2) X具有点正则序列邻域网.

(3) X具有点正则 cs网.

(4) X具有点有限的 sn覆盖列{ R n }使对于 x∈X ,{ st ( x , R n )∶n∈N}是 x在 X中的网.

(5) X具有点有限的 cs覆盖列{ R n }使得对于 x ∈X ,{ st ( x , R n )∶n ∈N}是 x 在 X 中的

网[26 ]
.

推论 3. 5
①　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X是度量空间的 1序列覆盖 (序列覆盖)商紧映象.

(2) X具有点正则 cs网的序列空间.

(3) X具有点正则弱基.

(4) X具有点有限的 g覆盖列{ R n }使对于 x∈X ,{ st ( x , R n )∶n∈N}是 x在 X中的网.

定理 3. 6
①　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X是度量空间的 2序列覆盖紧映象.

(2) X具有点正则的序列开网.

(3) X具有点有限的 so覆盖列{ R n }使对于 x∈X ,{ st ( x , R n )∶n∈N}是 x在 X中的网.
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问题 3. 7
①　用度量空间的确定的映象特征具有点正则 cs

3网的序列空间 ?

①Tanaka Y, Liu Chuan(刘　川) ,Ikeda Y. Around quotient compact images of metric spaces

②Shibakov A. Closed maps on spaces with point - countable base

4　具有点可数 k网的空间

Michael曾证明具有点可数闭 k网的 k空间是度量空间的紧覆盖商 s映象[3 ] ,但是即使是

具有点可数基的空间 (即度量空间的开 s映象)也未必具有点可数的闭 k网[27 ]
.目前尚未找到

“好的”映射将具有点可数 k网的空间刻画为度量空间在这映射下的象 ,然而具有点可数 k网

的空间与本文第 2节中提到的几类空间关系密切 ,并且其自身也有很好的性质.

先看具有点可数 k网空间的映射性质.完备映射保持具有点可数 k网的空间[3 ]
,但完备映

射不保持具有点可数弱基、具有点可数 cs网以及具有点可数 cs 3网的空间[5 ,28 ] .闭映射不保持

具有点可数 k网的空间[29 ]
. s网是一个与 k网相关且有较好的闭映射性质.

定义 4. 1
[30 ] 　设 R是空间 X的子集族. R称为 X的 s网 ,若它是 X的网 ,且对 X的任一

非闭子集 A ,存在 x∈X满足对点 x在 X中的任一邻域 U有 P∈R使得 P∩A 是无限的.

点可数的 s网是 k网 ,而在 k空间中 ,k网是 s网[30 ]
.

定理 4. 2[30 ] 　闭映射保持点可数 s网.

定理 4. 3
[17 ,31 ,32 ] 　设 f∶X ϖ Y是一个闭映射 , X 具有点可数 k网.如果下列条件之一成立 ,

则 f 是紧覆盖映射且 Y具有点可数 k网.

(1) X是一个 k空间.

(2) X具有点 Gδ性质.

(3) X是正规 ,等紧空间.

(4) 每一 9 f
- 1 ( y)是 X的LindelÊf子空间.

推论 4. 4　(1) 开闭映射保持具有点可数基的空间[17 ]
.

(2) 点可数基空间的闭映象具有点可数π基[30 ] .

下面介绍具有点可数 k网的 k空间上的闭映射分解定理.在 1965年LaÍnev证明了对于度

量空间 X ,若 f∶X ϖ Y是闭映射 ,那么存在 Y的σ闭离散的子空间 Z使得对于每—y∈Y \ Z ,

f
- 1 ( y)是 X的紧子集 (见文 [5 ]定理 3. 3. 7) .对于具有点可数基的空间 ,LaÍnev型的闭映射的

分解定理并不成立②.空间 X的子集族 R称为 X的 d族 ,如果 X的每一个形式 D = { xp∶xp ∈

P∈R}的子集是 X的闭离散子集.

定理 4. 5
②　(1) 设空间 X是具有点可数 k网的 k空间 , f∶X ϖ Y是闭映射并且 Y有σ- d

网 ,那么存在 Y的σ闭离散的子空间 Z使得对每一 y∈Y \ Z , f
- 1 ( y)是 X的紧子集.

(2) 设空间 X是具有点可数 cs 3网的 k空间 , f∶X ϖ Y是闭映射 ,令 Z = { y ∈Y∶f - 1 ( y)不

是 X的紧子集} ,若 Z是 k空间 ,那么 Z是 Y的ω1 相对离散的子空间.

(3) 设空间 X具有点可数基且 f∶X ϖ Y是闭映射 ,那么存在 Y的ω1 相对离散的子空间 Z

使得| Z| < d ( Y)且对每一 y∈Y \ Z , f
- 1 ( y)是 X的紧子集.

在具有点可数 k网的 k空间中弱第一可数性可用一些特殊的子空间来刻画.

定理 4. 6
[18 ] 　设 X是一个具有点可数 k网的 k空间 ,那么

(1) X是 Fréchet空间当且仅当 X不含有闭子空间同胚于 S2 .

·252·　　　　　　　　　　　　　　　宁德师专学报 (自然科学版) 　　　　　　　　　　　　1998年 12月

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



(2) X是α4 空间当且仅当 X不含有闭子空间同胚于 Sω.

(3) X是第一可数空间当且仅当 X不含有闭子空间同胚于 S2 和 Sω.

问题 4. 7
[29 ] 　是否任一空间可表为具有点可数 k网的空间的闭映象 ?

问题 4. 8 (刘川) 　设 X 是具有点可数 k网的 Fréchet 空间 ,若 X 不含有闭子空间同胚于

Sω
1

,那么 X是否具有点可数的 cs 3网 ?

5　相关结果

点可数 k网空间在拓扑群上的应用.

定理 5. 1
[33 ] 　设 G是具有点可数 k网的序列空间 ,如果 G是拓扑群且 so ( G) <ω1 ,则 G

可度量化.

点可数 k网空间在乘积空间的应用.

定理 5. 2
[34 ] 　设 X和 Y都是具有点可数 k网的 Fréchet 空间 ,如果 X ×Y是序列空间 ,那

么 so ( X×Y) Φ2.

点可数 cs网空间在 CW复形上的应用.

定理 5. 3[35 ] 　具有点可数 cs网的 CW复形是 Τ空间.

问题 5. 4
[19 ] 　设空间 X由度量空间族所控制 ,如果 X具有点可数 cs网 ,那么 X是否是 Τ

空间 ?

局部可数集族、星可数集族、紧可数集族都与点可数集族有关 ,它们可获得比点可数集族

更好的结果.

定理 5. 5
[35 ] 　设 X是 Fréchet空间 ,那么 X 具有局部可数 k网当且仅当 X 具有星可数 k

网且不含子空间同胚于 Sω
1
.

定理 5. 6
[17 ,35 ,36 ] 　对于空间 X ,下述条件相互等价 :

(1) X是局部可分度量空间的闭映象.

(2) X是度量空间的闭映象且 X的每一第一可数的子空间是局部可分的.

(3) X是具有星可数 k网的 Fréchet空间.

(4) X是具有由可分子集组成的点可数 k网的 Fréchet空间.

问题 5. 7[19 ] 　(1) 将具有星可数 k网的 (k)空间刻画为度量空间的“好的”映象.

(2) 将具有紧可数 k网的 (k ,Fréchet)空间刻画为度量空间的“好的”映象.

(3) 设 X是一个具有星可数 k网的 k空间 ,如果 X具有点可数的 cs网 , X是否是一个 Τ

空间 ?

最后列举几个与序列覆盖映射相关的广义度量空间的映射定理.

定理 5. 8　(1) 序列覆盖的闭映射保持 Τ空间.

(2) 1序列覆盖的闭映射保持 g可度量空间.

(3) 1序列覆盖的伪开映射保持具有点可数基的空间.

(4) 1序列覆盖的商映射保持 g第一可数性.

问题 5. 9　Fréchet的 Τ空间是否是度量空间的序列覆盖闭映象 ?

与点可数覆盖相关的还有“点可数基问题”[37 ]
.

注　本文的一个摘要 1998年 8月在中国科协第 3届青年学术年会上报告过.并刊登于 :信息科学与微电
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子技术 (中国科协第 3届青年学术年会论文集) .北京 :中国科学技术出版社 ,1998. 256～259
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Abstract　In this paper the newest advances about point - countable covers have been given at

home and abroad since 1994. It contains the following contents :the certain s - images of metric spaces ,

the certain compact images of metric spaces ,spaces with point - countable k - networks and questions.
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