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摘 要: 讨论csf可数空间的性质, 把csf可数空间刻画为度量空间的映像, 同时探讨
了伪紧的csf可数空间的第一可数性质, 推广了Arhangel’skǐı关于度量空间伪开s映像

的结果, 证明了正则伪紧的仿拓扑群是可度量化的当且仅当它是csf可数的Fréchet空
间.
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§1 引 言

作为度量空间的重要推广, 第一可数空间已获得了充分的研究. 与第一可数相关的空间, 如
弱第一可数空间, csf可数空间等, 同样在广义度量空间, 函数空间和拓扑代数等的研究中发挥
了积极的作用[1-5].

设X是一个拓扑空间. 空间X的子集族P称为X的cs网[6], 若{xn}是X中收敛于x的序列

且U是x在X中的邻域, 则存在P ∈ P使得{xn}终于P且x ∈ P ⊂ U . X称为csf可数空间[7],
若对于每一x ∈ X, 存在X的子集的可数族Px满足: x ∈ ∩Px, 且如果X中的序列{xn}收敛
于x且U是x在X中的邻域, 则存在P ∈ Px使得{xn}终于P且P ⊂ U . 上述Px称为x在X中的(可
数)cs网.

显然, 第一可数空间是csf可数空间. 第一可数空间可刻画为度量空间的开映像[8]. 本文关
心的第一个问题是如何用度量空间的映像刻画csf可数的空间?

Mǐsčenko[9]证明了具有点可数基的可数紧空间是一个紧度量空间. 进一步, 具有点可数k网

的可数紧的k空间或序列紧空间都是可度量化的空间[10-11]. Shakhmatov[12]和Watson[13]曾独立

地构造下述著名的例子: 存在具有点可数基的完全正则的伪紧空间, 使其不是紧空间. 更进一
步, Arhangel’skǐı[14]证明了如果一个完全正则的伪紧空间是一个度量空间的伪开s映像, 则它具
有点可数基. 由于度量空间的伪开s映像既具有点可数k网, 又是csf可数空间, 作者关心的第二
个问题是探讨伪紧csf可数空间的第一可数性质, 并寻求csf可数空间在拓扑代数中的应用.
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本文所论空间均是满足T2分离性质的拓扑空间. 映射是连续的满函数.

§2 度量空间的序列覆盖映像
本节主要探讨如何用度量空间的映像刻画具有csf可数的空间. 先回忆几个概念. 设X,

Y都是拓扑空间, 映射f : X → Y . f称为序列覆盖映射[15], 若S是Y中的收敛序列, 则存在X中的

收敛序列L使得f(L) = S. f称为1序列覆盖映射[16], 若对于每一y ∈ Y , 存在x ∈ f−1(y)满足: 如
果S是Y中收敛于y的序列, 则存在X中收敛于x的序列L使得f(L) = S.

度量空间上的开映射是1序列覆盖映射[16]. 1序列覆盖映射是序列覆盖映射. 通过构造
拓扑和的方法, 可以证明每一拓扑空间都可表示为某一度量空间的序列覆盖的映像, 所以可
以说一般的度量空间的序列覆盖映像并未产生新的信息. 但是, 特定的度量空间的序列覆盖
映像可以刻画一些拓扑性质. Ponomarev[8]证明了拓扑空间X是第一可数空间当且仅当X是

某一度量空间的开映像. Ponomarev的方法已被证明是构造度量空间映像的有效方法, 导出
了Ponomarev系(f,M,X, P)的概念[2]. 由此, 可以建立许多覆盖族与度量空间的映射联系.

再回忆几个与csf可数空间相关的概念. 设X是拓扑空间. 空间X的子集P称为点x ∈ X的

序列邻域, 若X中每一收敛于x的序列是终于P的. 空间X称为snf可数空间[7], 若对于每一x ∈
X, 存在x的序列邻域组成的可数族Px满足: 如果x ∈ U , 其中U是X的开集, 则存在P ∈ Px使

得P ⊂ U . 显然, 第一可数空间是snf可数空间, snf可数空间是csf可数空间. 对于空间X的覆

盖P, 设(f,M,X, P)是Ponomarev系, 则
(1) f是1序列覆盖映射当且仅当P是X的snf网, 即X是snf可数空间[2,引理2.6.4];
(2) f是序列覆盖映射当且仅当P是X的csf网[2,引理2.5.16].
一般说来, 度量空间的序列覆盖映像未必是csf可数空间[2,例1.4.2]. 为了用度量空间的映像

来刻画csf可数空间, 似乎要寻求介于1序列覆盖映射与序列覆盖映射之间的映射. 为了避免引
入新的映射类, 通过映射的复合来解决csf可数空间的映射问题.

下述命题可以直接验证, 但也可以通过映射定理来证明.
命命命题题题2.1 1序列覆盖映射保持csf可数空间.
证证证 设f : Y → X是一个1序列覆盖映射, 其中空间Y是csf可数空间具有点可数的cs网P.

对于每一x ∈ X,存在yx ∈ Y满足使f是1序列覆盖映射的条件.令Px是yx的可数cs网,再令Fx =
{f(P ) : P ∈ Px}, 则Fx是可数的且x ∈ ∩Fx. 若{xn}是X中收敛于x的序列且U是x在X中的邻

域, 则存在Y中收敛于点yx ∈ Y的序列{yn}使得每一yn ∈ f−1(xn), 于是yx ∈ f−1(x) ⊂ f−1(U).
因为Px是yx的cs网, 存在P ∈ Px使得P ⊂ f−1(U)且序列{yn}是终于P的, 那么f(P ) ∈ Fx且序

列{xn} = {f(yn)}终于f(P ) ⊂ U . 这表明Fx是x在X中的cs网. 故X是csf可数空间.
引引引理理理2.2 拓扑空间X是csf可数空间当且仅当X是具有点可数cs网空间的1序列覆盖映像.
证证证 由命题2.1得充分性. 只需证明必要性. 设(X, τ)是一个csf可数空间. 对每一x ∈ X,

对于空间(X, τ)及x0 ∈ X可重新定义拓扑τ∗如下: 对于x 6= x0, {x} ∈ τ∗, x0的邻域基取为原拓

扑τ在X中的邻域基. 空间(X, τ∗)称为(X, τ)在x0的正则化拓扑空间. 这时, τ与τ∗有相同的收敛

于x0的序列. 令Y = ⊕{Xx : x ∈ X},其中每一Xx是X在x的正则化拓扑空间. 再令f : Y → X是

自然映射.
对于每一y ∈ Y , 存在唯一的x ∈ X使得y ∈ Xx. 如果y = x, 则存在x在X中的可数cs网Px,

令Py = Px. 如果y 6= x, 则令Py = {y}. 再令P =
⋃

y∈Y Py. 易证: P是空间Y的点可数

PKU
删划线



林 寿等: csf可数空间的注记 81

的cs网. 设{xn}是X中收敛于x ∈ X的序列. 由于Xx赋予正则化拓扑, 则在Y的子空间Xx中序

列{xn}也收敛于x ∈ Xx ⊂ Y , 且f(xn) = xn. 故f是1序列覆盖映射.
由于具有点可数cs网的空间可刻画为某一度量空间的序列覆盖的s映像[16], 结合引理2.2, 有

下述定理, 它把csf可数空间刻画为度量空间的确定映像, 给出了本文所探讨的第一个问题的一
个回答.

定定定理理理2.3 空间X是csf可数空间当且仅当存在拓扑空间Y和度量空间M , 使得Y是M的序

列覆盖的s映像且X是Y的1序列覆盖映像.
下面介绍一个介于snf可数空间与csf可数空间之间的空间类. 拓扑空间X称为ℵ0-snf可数

空间, 若对于每一x ∈ X, 存在X的子集列Px = {Px(i, k) : i, k ∈ N}满足:
(1) 对于每一i ∈ N, {Px(i, k) : k ∈ N}是x在X中递减的网;
(2) 对于每一i ∈ N及ki ∈ N,

⋃
i∈N Px(i, ki)是x的序列邻域.

上述Px称为x在X中的ℵ0-snf可数网.
ℵ0-snf可数空间与Sirois-Dumais[17]引入的弱拟第一可数空间及拟第一可数空间密切相关.

事实上, 弱拟第一可数空间等价于ℵ0-snf可数的序列空间[18]; 拟第一可数空间等价于ℵ0-snf可

数的Fréchet空间[18]. 对于ℵ0-snf可数空间的讨论将有助于更深入地探讨弱拟第一可数空间及

拟第一可数空间的性质[19].
引引引理理理2.4 ℵ0-snf可数空间是csf可数空间.
证证证 设X是ℵ0-snf可数空间. 让P =

⋃
x∈X Px, 其中每一Px = {Px(i, k) : i, k ∈ N}是x

在X中的ℵ0-snf可数网. 先证明下述断言.
断言. 若X中的序列{xn}收敛于x, 则存在i ∈ N及{xn}的子序列{xnk

}使得每一xnk
∈

Px(i, k).
事实上, 不妨设所有的xn 6= x. 置H = X \ {xn : n ∈ N}, 则H不是x在X中的序列邻域, 于

是存在i ∈ N使得对于每一k ∈ N有Px(i, k) 6⊂ H. 记Tk = Px(i, k) ∩ {xn : n ∈ N}, 那么Tk 6= ∅.
若有k0 ∈ N使得Tk0是有限集, 由于{Px(i, k) : k ∈ N}是x在X中递减的网, 则存在m0 > k0使

得Px(i,m0) ⊂ X \ Tk0 , 于是Tm0 = ∅, 矛盾. 从而每一Tk为无限集. 因此, 存在{xn} 的子序
列{xnk

}使得每一xnk
∈ Px(i, k).

对于每一x ∈ X, 置Fx = {∪P ′
x : P ′

x ∈ [Px]<ω}, 则Fx是可数的. 下证Fx是x在X中

的cs网. 若X中的序列{xn}收敛于x且V是x在X中的邻域, 令{P ∈ Px : P ⊂ V } = {Pi}i∈N,
则存在k ∈ N使得序列{xn}终于

⋃
i6k Pi ∈ Fx. 否则, 存在{xn}的子序列{xnk

}使得每一xnk
∈

X \ ⋃
i6k Pi. 由上述断言, 存在i0 ∈ N和序列{xnk

}的子序列{xnkj
}使得每一xnkj

∈ Px(i0, j).
由于{Px(i0, j) : j ∈ N}是x在X中递减的网, 存在j0 ∈ N使得Px(i0, j0) ⊂ V , 于是存在m ∈ N使
得Px(i0, j0) = Pm. 取自然数m0 = max{m, j0}, 则xnkm0

∈ Px(i0,m0)\
⋃

i6km0
Pi ⊂ Px(i0, j0)\

Pm = ∅, 矛盾. 故X是csf可数空间.
注注注 csf可数空间未必是ℵ0-snf可数空间[20,例6].
设映射f : X → Y . f称为可数到一映射[11], 如果每一f−1(y)是可数集. f称为序列商映

射[21], 如果S是Y中的收敛序列, 则存在X中的收敛序列L使得f(L)是S的子序列.
定定定理理理2.5 空间X是ℵ0-snf可数空间当且仅当X是某一第一可数空间的可数到一的序列商

映像.
证证证 设X是ℵ0-snf可数空间. 让P =

⋃
x∈X Px, 其中每一Px = {Px(i, k) : i, k ∈ N}是x
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在X中的ℵ0-snf可数网. 记X = {xα : α ∈ Λ}, 并记Y = {yα : α ∈ Λ}且X ∩ Y = ∅. 令Z =
X ∪ Y . 对于每一i ∈ N, 赋予集Z如下拓扑τi: 对于α ∈ Λ, xα是孤立点, yα的邻域基元形

如{yα} ∪ (Pi(xα, k) \ {xα}), ∀k ∈ N. 显然, (Z, τi)是第一可数的T2空间.
令M =

⊕
i∈N(Z, τi), 则M是第一可数空间. 定义f : M → X使得f(xα) = f(yα) =

xα,∀α ∈ Λ, 则f是可数到一映射. 若{xn}是X中收敛于某点xα ∈ X的序列, 不妨设每
一xn 6= xα, 由引理2.4的断言, 存在i ∈ N及{xn}的子序列{xnk

}使得每一xnk
∈ Pi(xα, k), 于

是{xnk
}是(Z, τi) ⊂ M 中收敛于点yα的序列且每一f(xnk

) = xnk
. 故f 是序列商映射.

反之, 设f : M → X是序列商的可数到一映射, 其中M是第一可数空间. 对于每一z ∈ M ,
让Bz = {Bz(k) : k ∈ N}是z在M中递减的可数局部基. 对于每一x ∈ X, 记f−1(x) = {z(i, x) :
i ∈ N}, 令Px = {Px(i, k) : i, k ∈ N}, 其中每一Px(i, k) = f(Bz(i,x)(k)). 下面证明Px是x在X中

的ℵ0-snf可数网.
对于每一i ∈ N, 由于Bz(i,x)是点z(i, x)在M中可数递减的局部基, 所以{Px(i, k) : k ∈

N}是x在X中递减的网.
设i, ki ∈ N且

⋃
i∈N Px(i, ki)不是x在X中的序列邻域, 则存在X中收敛于x的序列{xn}使

得每一xn 6∈ ⋃
i∈N Px(i, ki). 由于f是序列商映射, 存在M中的收敛序列{zj}使得{f(zj)} =

{xnj
}是{xn}的子序列. 不妨设序列{zj}收敛于某z(i, x) ∈ f−1(x). 由于Bz(i,x)(ki)是z(i, x)的

开邻域, 存在zj ∈ Bz(i,x)(ki), 于是xnj
= f(zj) ∈ f(Bz(i,x)(ki)) = Px(i, ki), 矛盾. 这表

明
⋃

i∈N Px(i, ki)总是x在X中的序列邻域.
综上所述, X是ℵ0-snf可数空间.
注注注 定理2.5表明: 序列商的可数到一映射保持ℵ0-snf可数空间. 但是, 定理2.5中的第一可

数性不可加强为可度量性, 甚至第一可数空间也未必可表为可度量空间的序列商的可数到一映
像. 让X是Mrówka空间ψ(N)[2,例1.4.3], 则X是非亚Lindelöf 空间的第一可数的正则空间. 若X是

某一度量空间的序列商的可数到一映像, 则X具有点可数基[2], 矛盾. 故X不可表为可度量空间

的序列商的可数到一映像.
关于度量空间的可数到一映像, 有下述已知的结果: 对于空间X,
(1) X是度量空间的开可数到一映像⇔ X具有点可数基[20];
(2) X是度量空间的1序列覆盖的可数到一映像⇔ X具有点可数的sn网[22];
(3) X是度量空间的序列商的可数到一映像⇔ X具有点可数的ℵ0-sn网[23-24].
有下述问题:
问问问题题题2.6 如何刻画度量空间的序列覆盖的可数到一映像?

§3 伪紧的csf可数空间

拓扑空间X称为伪紧的(pseudo-compact)[25], 如果X上的每一实值连续函数是有界的. 拓
扑空间X称为feebly紧的[26], 如果X的每一局部有限的开集族是有限的. 显然, 可数紧空间
是feebly紧的, feebly紧空间是伪紧的, 而完全正则的伪紧空间是feebly紧的[25].

设X是拓扑空间. X称为Fréchet空间, 如果A ⊂ X 且x ∈ A, 则存在由A中点组成的序列

收敛于x. X称为强Fréchet空间[15], 如果{An}是X中递减的集列且x ∈ ⋂
n∈NAn, 则存在X中

收敛于x的序列{xn}使得每一xn ∈ An. 显然, 第一可数空间是强Fréchet空间; 强Fréchet空间
是Fréchet空间.
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定定定理理理3.1 设X是feebly紧的正则空间. 若X是csf可数的Fréchet空间, 则X是第一可数空间.
证证证 取定x ∈ X. 设Px是x在X中可数的cs网. 令

Bx = {∪P ′ : P ′是Px的有限子集},

则Bx是可数的. 下面证明{B ∈ Bx : x ∈ B◦}是x在X中的邻域基.
设V是x在X中的开邻域. 记Q = {P ⊂ V : P ∈ Px} = {Qn : n ∈ N}.
(1) 设A ⊂ X. 若x ∈ A, 则存在n ∈ N使得x ∈ Qn ∩A.
因为X是Fréchet空间, 存在A中的序列C使得C收敛于x. 由X的正则性, 存在X中的开

集U使得x ∈ U ⊂ U ⊂ V . 因为Px是x的cs网, 存在P ∈ Px使得C终于P且P ⊂ U , 于是P ∈ Q,
从而存在n ∈ N使得P = Qn, 那么x ∈ Qn ∩A. (1)得证.

对于每一n ∈ N, 令Bn = ∪{Qi : i 6 n}, 那么x ∈ Qn ⊂ Bn ⊂ V且Bn ∈ Bx. 又
令An = X \Bn, 则An是X的开集. 再令

S = {s ∈ X : 存在X的开集列Ws = {Wi}i∈N满足:

Ws在s不是局部有限的, 且每一Wi ⊂ Ai, x 6∈ Wi}.

(2) 若x ∈ ⋂
n∈NAn, 则x ∈ S.

对于x的任意邻域O, 由正则性, 存在x的开邻域G使得G ⊂ O. 对于每一n ∈ N, 由于x ∈ An,
存在An的可数子集Dn使得x ∈ Dn. 因为x /∈ An, 所以Dn是无限集. 记Dn = {dn,i : i ∈ N}. 又
因为An是X的开集, 于是存在X的开集列{Wn,i}i∈N使得对每一i ∈ N有

x /∈ Wn,i且dn,i ∈ Wn,i ⊂ An.

于是x ∈ ⋃
i∈NWn,i, 因此存在i(n) ∈ N使得G ∩ Wn,i(n) 6= ∅. 由于X是feebly紧空间, 所以存

在s ∈ X使得开集族{G∩Wn,i(n)}n∈N在s不是局部有限的. 这时s ∈ S ∩G ⊂ S ∩O. 因而, x ∈ S.
(3) 存在n ∈ N使得x ∈ B◦

n.
否则, 对于每一n ∈ N, 有x ∈ An. 由(2), x ∈ S. 由于X是Fréchet空间, 存在S中的序

列{sn}收敛于x. 因为sn ∈ S, 存在X的开集列Hn = {Hn,i}i∈N使得Hn在sn不是局部有限的, 且
每一Hn,i ⊂ Ai, x /∈ Hn,i. 令H = ∪{Hn,i : n 6 i, n, i ∈ N}, 则x ∈ H. 由(1), 存在i ∈ N使得x ∈
Qi ∩H. 对于自然数j > i, Bi ∩Hn,j ⊂ Bi ∩ Ai = ∅, 从而x ∈ Bi ∩H = ∪{Hn,j : n 6 j < i},
矛盾. (3)得证.

这表明, {B ∈ Bx : x ∈ B◦}是x的可数邻域基. 即, X是第一可数空间.
由定理3.1, 可导出下述Arhangel’skǐı 的结果.
推推推论论论3.2[14] 设X是正则的feebly紧空间. 若X是一个度量空间的伪开s映像, 则X具有点可

数基.
证 因为伪开映射保持Fréchet空间性质, 所以X是Fréchet空间. 下面证明X是csf可数空

间. 由于X是度量空间的伪开s映像, 存在度量空间M和伪开s映射f : M → X. 让B是M的σ局

部有限基. 对于每一x ∈ X, 令P = {B ∈ B : B ∩ f−1(x) 6= ∅}, 则P是可数的. 让F =
{∪P ′ : P ′ ∈ [f(P)]<ω}, 则F是可数的. 若X中的序列{xn}收敛于x且V是x在X中的邻域,
令{F ∈ f(P) : F ⊂ V } = {Fi}i∈N, 则存在k ∈ N使得序列{xn}终于

⋃
i6k Fi. 否则, 存
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在{xn}的子序列{xnk
}使得每一xnk

∈ X \⋃
i6k Fi. 令H = {xnk

: k ∈ N} \ {x}, 则H不是X的

闭集. 由于f是商映射, 于是f−1(H)不是M的闭集, 从而存在f−1(H)中的序列{zk}收敛于某
点z ∈ M \ f−1(H). 不妨设每一f(zk) = xnk

. 这时, f(z) = x, 即z ∈ f−1(x) ⊂ f−1(V ), 于是
存在B ∈ B使得z ∈ B ⊂ f−1(V ), 从而存在m, k0 ∈ N使得f(B) = Fm且{zk : k > k0} ⊂ B. 取
自然数m0 = max{m, k0}, 则f(zm0) = xnm0

∈ Fm \ ⋃
i6m0

Fi = ∅, 矛盾, 因此序列{xn}终于
某

⋃
i6k Fi ∈ F . 故X是csf可数空间.

由定理3.1, X是第一可数空间. 又由于度量空间的第一可数的正则的商s映像具有点可数

基[11,推论3.6], 所以X具有点可数基.

设G是一个拓扑空间,又是一个群. 若从乘积空间G×G到拓扑空间G上的乘积映射(x, y) 7→
x · y是连续的, 则称G是仿拓扑群(paratopological group). 若G 是仿拓扑群且从拓扑空间G到自

身的逆映射x 7→ x−1是连续的, 则称G是拓扑群(topological group). 拓扑代数的中心问题之一
是度量化问题[27]. 如, 林福财和刘川证明了每一第一可数的feebly紧的仿拓扑群是次可度量空
间[28]; 沈荣鑫证明了每一feathered的csf可数的拓扑群是可度量化的[4].

定定定理理理3.3 正则伪紧的仿拓扑群是可度量化的当且仅当它是csf可数的Fréchet空间.

证 只需证明充分性. 设伪紧的仿拓扑群G是正则csf可数的Fréchet空间. 由于正则的仿拓
扑群是完全正则空间[29], 于是G是feebly紧空间. 由定理3.1, G是第一可数空间, 从而G具有正则

的Gδ对角线
[30]. 又由于具有正则Gδ对角线的feebly紧空间是可度量化空间[31], 所以G是可度量

化空间.

问问问题题题3.4 设X是feebly紧的正则空间. 若X是csf可数的序列空间, 那么X是否是第一可数

空间?

问问问题题题3.5 设X是feebly紧的正则空间. 若X是度量空间的商s映像, 那么X是否具有点可数

基?

本文第二作者曾提出下述csf网和cs∗f网的概念[32]. 设P是空间X的覆盖. P称为X的csf

网, 若S是X中收敛于x的序列, 则存在P的可数子族P ′使得P ′是x在X中的网且S终于P ′中的

每一元. P称为X的cs∗f网,若S是X中收敛于x的序列,则存在P的可数子族P ′使得P ′是x在X

中的网, 且P ′中每一有限子集之交集含有S中的无限项. 显然, csf可数空间是具有csf网的空间,
csf网是cs∗f网. 文[2, 问题2.7.23]提出问题: 强Fréchet空间是否具有cs∗f网? 这是一个平凡的问
题, 因为每一空间都具有csf网, 所以每一空间都具有cs∗f网. 若把cs∗f网强加为csf可数空间,
情况发生了变化.

定定定理理理3.6 空间X是第一可数空间当且仅当X是强Fréchet的csf可数空间.

证 显然, 第一可数空间是强Fréchet的csf可数空间. 反之, 设(X, τ)是强Fréchet的csf可

数空间. 对于每一x ∈ X, 让Px是x在X中可数的cs网. 若x ∈ U ∈ τ , 令{P ∈ Px : P ⊂
U} = {Pn}n∈N, 则存在m ∈ N使得x ∈ int(

⋃
n6m Pn). 否则, x ∈ ⋂

m∈NX \⋃
n6m Pn. 因为X是

强Fréchet空间, 存在X中收敛于x的序列{xm}使得每一xm ∈ X \⋃
n6m Pn. 由于Px是x在X中

的cs网, 存在P ∈ Px使得序列{xm}是终于P的且P ⊂ U , 从而存在k ∈ N使得P = Pk, 这与每
一xm ∈ X \⋃

n6m Pn相矛盾. 因此, 存在m ∈ N使得x ∈ int(
⋃

n6m Pn). 这表明{int(∪P ′) : x ∈
int(∪P ′),P ′ ∈ [Px]<ω}是x在X中的可数邻域基. 即, X是第一可数空间.

推推推论论论3.7 拓扑群是可度量化的当且仅当它是csf可数的Fréchet空间.

证 只需证明充分性. 设拓扑群G是csf可数的Fréchet空间. 由于Fréchet的拓扑群是
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强Fréchet的[27], 于是G是强Fréchet空间. 由定理3.6, X是第一可数空间. 又由于第一可数的拓
扑群是可度量化的, 所以G是可度量化的.
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[13] Watson W S. A pseudocompact meta-Lindelöf space which is not compact[J]. Topology Appl,

1985, 20: 237-243.
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Abstract: In this paper some properties of csf -countable spaces are discussed. csf -countable

spaces can be characterized by certain images of metrizable spaces, the first-countability of pesudo-

compact csf -countable spaces are explored, and it is proved a regular pseudo-compact paratopological

group is metrizable if and only if it is a csf -countable Fréchet space.
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