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　　摘要: 称空间X 满足分解定理, 若 f : X → Y 是连续、满的闭映射, 则存在 Y 的 Ρ闭离散子空间 Z 使得对

于每一 y ∈ Y øZ , f - 1 (y ) 是 X 的 (可数) 紧子集. 作者纠正了 T 1 Ish ii 关于 ΞM 空间分解定理的错误.
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度量空间的完备映像是度量空间, 但是度量空间的闭映像未必是度量空间. 1965 年N. L asεnev [ 1 ] 证

明了如下度量空间闭映像的有趣性质: 设X 是度量空间, f : X →Y 是闭映射, 则存在Y 的Ρ闭离散子空

间 Z , 使得对于每一 y ∈Y øZ , f - 1 (y ) 是X 的 (可数) 紧子集. 这种类型的定理被称为值域分解定理或闭

映射的分解定理. 1980 年D. Bu rke [ 2 ] 和 1995 年林寿[ 3 ] 总结了满足分解定理的一些广义度量空间类.

1970 年 T. Ish ii[ 4 ] 证明了 ΞM 空间满足分解定理. 笔者在文[3 ] 的命题 316116 中引用了 Ish ii 的这一结

果. 近来发现 Ish ii的证明有错误. 经查阅文献发现早在 1971 年J. N agata [ 5 ] 就已指出了 Ish ii证明中的错

误, 并为探讨更广泛的广义度量空间的分解定理定义了Q SM 空间和SSM 空间, 证明了Q SM 空间满足

分解定理, 指出在 SSM 空间上分解定理也成立. ΞM 空间是 SSM 空间, 所以 ΞM 空间上分解定理成立.

由于 J. N aga ta 并未给出 ΞM 空间上分解定理成立的证明, 本文的目的是给出 ΞM 空间分解定理的详细

证明, 一方面在于纠正文[3 ] 命题 316116 证明中的失误, 另一方面也希望定理的证明对于寻找新的广

义度量空间类的分解定理有所帮助.

本文所论空间均满足 T 1 分离性质, 映射指连续的满函数, 未定义的术语和记号见文[3 ].

对于空间 X 的覆盖 P , X 的点 x 及子集A , 记 st (A , P ) = ∪ {P ∈ P : A ∩ P ≠ Á }, st (x , P )

= ∪ {P ∈P : x ∈ P }, 且 st2 (x , P ) = st (st (x , P ) , P ). 空间X 称为 ΞM 空间[ 4 ] , 若存在X 的开覆盖

序列{U n} 使得对于X 中的点 x 及序列{x n}, 若每一 x n ∈ st2 (x , U n) , 则{x n} 在X 中有聚点. 上述覆盖

列{U n} 称为X 的 ΞM 序列.

度量空间的拟完备映射 (即, 每一点的逆映像是可数紧子集的闭映射) 的逆映像称为M 空间. 可数

紧空间和度量空间都是M 空间,M 空间是 ΞM 空间.

定理　设X 是ΞM 空间, f : X →Y 是闭映射, 则存在Y 的Ρ闭离散子空间Z 使得对于每一y ∈Y øZ ,

f - 1 (y ) 是X 的可数紧子集.

证明　设{U n} 是空间 X 的 ΞM 序列, 不妨设每一 U n+ 1 加细 U n.

先证明若{x n: n ∈N } 是X 的闭离散子集, 则{st (x n, U n) : n ∈N } 是X 的局部有限子集族. 否则, 存

在 x ∈X , 对于每一 n ∈N 有 in ≥ n 使得 st (x , U n) ∩ st (x in , U in
) ≠Á , 从而 x in ∈ st (st (x , U n) , U in

)

< st2 (x , U n) , 于是序列{x in } 在X 中有聚点, 矛盾.

对于每一 n ∈N , 让 Y n = {y ∈ Y : 若S 是 Y 中由互不相同点组成的序列, 则存在 x ∈ f - 1 (y ) 和S
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的子序列 S ′使得 st (x , U n) ∩ f - 1 (S ′) - = §. 令 Z = ∪n∈N Y n.

若存在Y n 不是Y 的闭离散子空间, 由于 f 是闭映射, 于是集族{f - 1 (y ) : y ∈Y n} 不是X 的局部有限

集族, 所以存在 x ∈X 使得每一 st (x , U i) ( i ∈N ) 与无限个 f - 1 (y ) (y ∈ Y n) 相交, 从而存在 Y 中由互

不相同点组成的序列{y i} 使得每一 st (x , U i) ∩ f - 1 (y i) ≠ Á . 因为 y i ∈ Y n 及 Y n 的定义, 由归纳法知

存在子序列{y ik } 和 x k ∈ f - 1 (y ik
) 使得每一 st (x k , U n) ∩ (∪ {f - 1 (y im

) : m > k }) - = §. 若 c是序列{x k }

的聚点, 那么对于每一 k ∈N 有 c ∈ (∪ {f - 1 (y im
) : m > k }) - 且存在 x k0 ∈ st (c, U n) , 于是 c ∈ st (x k0 ,

U n) , 从而 c | (∪ {f - 1 (y im
) : m > k}) - , 矛盾. 因此, {x k: k ∈N } 是X 的离散子集, 而 f 是闭映射, 所以

{y ik: k ∈N } 是 Y 的离散子集. 设 ck ∈ st (x , U k ) ∩ f - 1 (y ik
) , 那么{ck: k ∈N } 是X 的离散子集, 且 ck ∈

st (x , U k ) < st2 (x , U k ) , 这与{U n} 是空间 X 的 ΞM 序列相矛盾. 故每一 Y n 是 Y 的闭离散子空间.

现证明对于每一 y ∈ Y øZ , f - 1 (y ) 是X 的可数紧子集. 若不然, 则存在 f - 1 (y ) 的闭离散子集{x n: n

∈N }, 对于每一 n ∈N , 由于 y | Y n , 存在 Y 中由互不相同点组成的序列S n = {y n
i } i 使得若 x ∈ f - 1 (y )

且 S n′是S n 的子序列, 则 st (x , U n) ∩ f - 1 (S n′) - ≠§. 于是存在自然数 j n 使得当 j ≥ j n 时有 st (x n , U n)

∩ f - 1 (y n
j ) ≠ § 且 st (x 1, U n) ∩ f - 1 (y n

jn
) ≠ §. 不妨设{y n

jn
} 是由互不相同点组成的序列且每一 j n <

j n+ 1. 让 an ∈ st (x n , U n) ∩ f - 1 (y n
jn

) , bn ∈ st (x 1, U n) ∩ f - 1 (y n
jn

). 由于{x n: n ∈N } 是离散的, 所以

{st (x n , U n) : n ∈N } 是局部有限的, 从而{an: n ∈N } 是局部有限的, 因此{f - 1 (y n
jn

) : n ∈N } 是离散的,

于是{bn: n ∈N } 是离散的. 这与{U n} 是空间 X 的 ΞM 序列相矛盾. 故 f - 1 (y ) 是X 的可数紧子集.

下面回忆两个与 ΞM 空间相关的广义度量空间类. 空间X 称为 Ξ∃ 空间[ 6 ] , 若存在X 的开覆盖序列

{U n} 使得对于X 中的点 x 及序列{x n}, 若每一 x n ∈ st (x , U n) , 则{x n} 在X 中有聚点. 空间 (X , Σ) 称为

ΞN 空间[ 7 ] , 若存在函数 g : N ×X → Σ满足: (1) 每一 x ∈ g (n , x ) ; (2) 对于X 中的点 x 及序列{x n},

若每一 g (n , x ) ∩ g (n , x n) ≠ § , 则{x n} 在X 中有聚点.

ΞM 空间是 ΞN 空间和 Ξ∃ 空间. ΞN 空间和 Ξ∃ 空间是否满足分解定理?

例　存在 ΞN 空间不满足分解定理.

引用文[8 ] 的例 3. 1. 设 I 是单位闭区间[0, 1 ], 取X = I × I , 让X 0 = I × {0}, X 1 = I × (0, 1 ]. 集

合 X 赋予如下拓扑: X 1 中的点是X 的孤立点, 对于 s ∈ I , (s, 0) ∈X 的邻域基元形如V × I ø ({s} × (0,

1 ]) , 其中V 是 s在 I 中的欧氏邻域. 易验证, X 是正则空间. 令 f 是从X 到第一个坐标空间 I 的投影映射,

其中 I 赋予欧氏拓扑, 则 f 是闭映射, 并且对于每一 s ∈ I , f - 1 (s) 不是X 的可数紧子集. 由于 I 不是 Ρ闭
离散集合, 所以空间 X 所具有的性质均不满足分解定理.

X 是 ΞN 空间. 对于每一 x = (s, t) ∈X , 定义 g : N ×X → Σ如下:

g (n , x ) =
{x }, 　　t > 0,

( (s - 1ön , s + 1ön) ∩ I ) × I ø ({s} × (0, 1 ]) , 　t = 0,

这时{g (n , x ) : n ∈N } 是 x 在X 中的邻域基. 对于X 中的点 x 及序列{x n}, 若每一 g (n , x ) ∩ g (n , x n) ≠

§ , 如果 x ∈X 0, 当有无限个 x n ∈X 1 时, 这些 x n ∈ g (n , x ) , 于是这些 x n 构成的序列收敛于 x ; 当有无

限个 x n ∈X 0 时, 在X 0 中这些 x n 与 x 的距离小于 2ön , 于是这些 x n 构成的序列收敛于 x. 如果 x ∈X 1,

当有无限个 x n ∈X 1 时, 这些 x n = x , 于是这些 x n 构成的序列收敛于 x ; 当有无限个 x n ∈X 0 时, x = (s,

t) ∈ g (n , x n) , 于是在X 0 中这些 x n 与 (s, 0) 的距离小于 1ön , 于是这些 x n 构成的序列收敛于 (s, 0). 综上

所述, 序列{x n} 在X 中有聚点, 所以X 是 ΞN 空间.

问题　Ξ∃ 空间是否满足分解定理?
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A D ecom posit ion Theorem on ΞM - spaces

YAN L i1, L IN Shou2

(1. V ancouver Comm unity Colleg e, V ancouver, Canad a;

2. D ep artm en t of M athem atics, F uj ian T eachers U n iversity , F uz hou 350007, Ch ina)

Abstract: A space X is ca lled sa t isfying a decom po sit ion theo rem , if f : X →Y is a con t inuou s, on to

and clo sed m app ing, then there is a Ρ2clo sed discrete sub space Z of Y such tha t f - 1 (y ) is a

(coun tab ly) com pact sub set of X fo r each y ∈ Y øZ . A gap is co rrected abou t the decom po sit ion theo2
rem of ΞM 2spaces ob ta ined by T. Ish ii.
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